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справедливое для любой выпуклой области G.
Имеет место следующая








где l(ρ(G)) — длина линии уровня ρ(z,G), расположенной на расстоянии ρ(G) от гра-
ницы ∂G .
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EXTENSIONAL OF MAKAI INEQUALITY FOR TORSIONAL RIGIDITY
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Using methods from [3], we proved a generalization of the Makai inequality for convex domains.
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Исследуются нули функции, являющейся суммой произведений функций Бесселя с про-
тивоположными индексами.
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При исследовании спектральных задач для вырождающихся уравнений смешан-
ного типа (а именно, при нахождении собственных значений) возникает необходи-
мость нахождения нулей функции вида
f (t )= Jν(t )I−ν(t )+ Iν(t )J−ν(t ), 0< ν< 1, (1)
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при Re t ≥ 0.
Изучениюнулей комбинацийпроизведенийцилиндрическихфункцийпосвяще-
но относительно небольшое количество исследований.
Например, в справочнике [1] приведены таблицы нескольких первых корней
уравнения Jν(x)Nν(kx)− Jν(kx)Nν(x) = 0 для некоторых значений k и ν и корней
уравнения In(x)J ′n(x)− Jn(x)I ′n(x)= 0 для n = 0, 1, 2, 3.
В некоторых случаях комбинации произведений функций Бесселя представляют
собой элементарные функции, и тогда вопрос об их корнях решается элементарно,







В книге [3] приведен обзор работ, посвященных изучениюнулейфункций, содер-
жащих произведения бесселевых функций, но функция (1) или аналогичные ей не



































где 0F3(1; a,b,c; z) – обобщенная гипергеометрическая функция.
С учетом формулы (2) функцию (1) можно привести к виду




















Jν(t )I−ν(t )+ Iν(t )J−ν(t )= 0, 0< ν< 1, (3)
имеет счетное множество действительных положительных корней t (1)k и счетное
множество чисто мнимых корней i · t (2)k с положительной мнимой частью.
Доказательство. 1)Пусть t = x ∈R+. В силу того, что (∀x > 0)(Iν(x)> 0, I−ν(x)> 0),






При этом функция f1(t )= Jν(t )/Iν(t ) имеет те же нули, что и функция Jν(t ), а функ-
ция f2(t )=−J−ν(t )/I−ν(t ) – те же нули, что и функция J−ν(t ).
По теореме о разделении корней [4, c. 136] в силу того, что функции Jν(t ) и J−ν(t )
являются линейно независимыми решениями уравнения Бесселя (ν – нецелое чис-
ло), нулифункций Jν(t ) и J−ν(t ) взаимно разделены, следовательно, и нулифункций
f1 и f2 такжевзаимноразделены.Этоозначает, чтомеждулюбымидвумя соседними
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корнями функции f1 найдется ровно один корень функции f2, и наоборот. Отсюда
в силу непрерывности обеих этих функций получим, что их графики пересекаются
ровно в одной точке на каждом интервале между любыми двумя соседними кор-
нями функции Jν(t ) (а также, между любыми двумя соседними корнями функции
J−ν(t )).
Это означает, что уравнение (4) имеет счетное множество положительных кор-
ней. А зная нули функций Jν(t ) и J−ν(t ), можем отделить промежутки, на которых
находятся корни уравнения (4).
2) Пусть t = i y ∈ C, y ∈ R+. Рассуждая аналогично, получим, что уравнение
Iν(i y)/Jν(i y)=−I−ν(i y)/J−ν(i y) имеет счетное множество чисто мнимых нулей.
Замечание.Остается не выясненным вопрос, имеет ли уравнение (3) другие ком-
плексные корни, отличные от найденных чисто мнимых.
Можно убедиться в справедливости аналогичного утверждения для уравнения
Jν(t )I−ν(t )− Iν(t )J−ν(t )= 0, 0< ν< 1.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-41-020516).
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ON ZEROS OF COMBINATIONS OF PRODUCTS OF CYLINDRICAL FUNCTIONS
A.A. Gimaltdinova
Zeros of a function that is the sum of products of Bessel functions with opposite indices are investigated.
Keywords: the Bessel function, the modified Bessel function, the set of zeros of the function.
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В статье показано, что метод обобщенных степеней, предложенный Берсом и рас-
пространенный на операторы степени выше первой, позволяет свести решение урав-
нений второго и более высокого порядков к построению решений дифференциальных
